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数组向量空间上的概念以及性质推广到一般线性空间

前面关于数组空间的绝大部分结论都可以平行的推广到一般线性空间
上 (只需要,证明过程中只涉及加法和数乘).

加法,数乘 // 线性组合 // 线性相关 (无关),等价
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子空间

定义

设 V为 F-线性空间, W为 V的非空子集,若
1 任取 α, β ∈ W,都有 α+ β ∈ W;
2 任取 α ∈ W以及 λ ∈ F,都有 λα ∈ W.

则称 W为 V的子空间.
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线性相关性
定理 (线性相关等价刻画)
给定向量空间 v上的一组向量 α1, α2, · · · , αm. 则以下几条相互等价:

1 α1, α2, · · · , αm 线性相关. 即,存在不全为零的 λ1, λ2, · · · , λm 使得
Σm

i=1λiαi = θ.
2 存在 i ∈ {1, · · · ,m}以及 λ1 · · ·λi−1, λi+1, · · · , λm ∈ F使得

αi = Σj̸=iλiαi.
3 存在 i ∈ {1, · · · ,m}使得

αi ∈ 〈µ1, · · · , µi−1, µi+1, · · · , µm〉.
4 存在 i ∈ {1, · · · ,m}使得

〈α1, α2, · · · , αm〉 = 〈α1, · · · , αi−1, αi+1, · · · , αm〉.

注: 这时候没有与 “AX = 0有非零解”的等价形式.

定理

若 S1 ⊆ S ⊆ V,则
1 S1 线性相关⇒ S线性相关;
2 S线性无关⇒ S1 线性无关;
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极大无关组

定义 (极大线性无关组)
设 α1, α2, · · · , αm 为向量空间 v上的一组向量. 若

子向量组 αi1 , αi2 , · · · , αir 线性无关,且
任加另一个向量 αir+1

后,向量组 αi1 , αi2 , · · · , αir+1
线性相关,

则称 αi1 , αi2 , · · · , αir 为 α1, α2, · · · , αm 的极大无关组.

定理

若 S1 ⊆ S ⊆ V,则以下几条等价:
1 S1 为 S的极大无关组;

2

{
S1 线性无关, �
S可由 S1 线性表示

3

{
S1 线性无关, �
S与 S1 等价

4

{
S1 线性无关, �
〈S〉 = 〈S1〉
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向量组的等价与秩
定义 (向量组等价)
两个向量组称为等价,若它们可以相互线性表示.

定理

两个等价线性无关的向量组个数相同.

定义 (秩)
一个向量组的秩定义为其某个极大无关组中向量的个数.

定理

设 S, T ⊆ V. 则
1 S线性无关⇔ rank(S) = #S;
2 S线性相关⇔ rank(S) < #S;
3 T可由 S线性表示⇒ rank(T) ≤ rank(S);
4 S ∼ T⇔ rank(T) = rank(S);
5 T可由 S线性表示且 T的线性无关⇒ #T ≤ #S.
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基、维数与坐标

定义

1 设 V为线性空间. 若 S ⊆ V线性无关,且 V = 〈S〉,则称 S为 V的一
组基.

2 设 S为一组基. 若 S为有限集,则称 V为有限维空间,否则称之
为无限维线性空间. 称 S的个数为 V的维数,记作 dimF V.

3 若 S = {α1, · · · , αn}为 V的一组基,则对任意 α ∈ V,存在唯一的 n

维数组向量 (λ1, · · · , λn) ∈ Fn 使得 α =
n∑

i=1
λiαi.称向量

(λ1, · · · , λn)为 α在 S下的坐标.

定理

1 n维空间中的任意 n + 1个向量线性相关.
2 n维空间中的任意 n个线性无关的向量组为一组基.
3 n维空间中的任意线性无关的向量组可扩充为一组基.
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子空间的运算 *

如何从已有的子空间构造新的子空间?
子空间的交还是子空间.

定理

设 Wi(i ∈ I)为 V的子空间,则 ∩i∈IWi 也为 V的子空间. 特别地,设 W1,
W2 为 V的子空间,则 W1 ∩W2 也为 V的子空间.

并集呢? 几何解释? 包含并集的最小子空间?

定理

设 W1, W2 为 V的子空间,则 W1 与 W2 的和

W1 + W2 := {α1 + α2 | α1 ∈ W1, α2 ∈ W2}
构成 V的子空间,并且是包含 W1 ∪W2 的最小子空间.
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维数公式

引理

〈α1, · · · , αr〉+ 〈β1, · · · , βs〉 = 〈α1, · · · , αr, β1, · · · , βs〉.

定理 (维数公式)
设 W1, W2 为 V的子空间,则

dim(W1 + W2) = dim(W1) + dim(W2)− dim(W1 ∩W2).

证明思路:扩充 W1 ∩W2 的一组基.
记 r = dim W1, s = dim W2 以及 t = dim W1 ∩W2. 将 W1 ∩W2 一组基
α1, · · · , αt 扩充为{

W1 的一组基: α1, · · · , αt, β1, · · · , βr−t

W2 的一组基: α1, · · · , αt, γ1, · · · , γs−t

则 W1 + W2 = 〈α1, · · · , αt, β1, · · · , βr−t, γ1, · · · , γs−t〉. 下面仅需证明这
r + s− t个向量线性无关.
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维数公式

推论

设 W1, W2 为 V的子空间.则
1 dim(W1 + W2) ≤ dim(W1) + dim(W2);
2 dim(W1 + W2) = dim(W1) + dim(W2)⇔ W1 ∩W2 = {0};
3 dim(W1 ∩W2) ≥ dim(W1) + dim(W2)− dim(V).特别地,若

dim(W1) + dim(W2) > dim(V),则 W1 ∩W2 6= {0}.
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直和

定义 (直和)
设 W1, W2 为 V的子空间.若任意 α ∈ W1 + W2 可唯一地写成

α = α1 + α2 (α1 ∈ W1 & α2 ∈ W2),

则称 W1 + W2 为直和,记为 W1 ⊕W2.若 V = W1 ⊕W2,则称 W1 为 W2

的补空间.

注:补空间不唯一 (例子). 如何构造补空间?扩充基!

定理

设 W1, W2 为 V的子空间.则以下几条等价:
1 W1 + W2 为直和;
2 W1 ∩W2 = {0};
3 dim(W1 + W2) = dim(W1) + dim(W2);
4 任取 W1 的一组基 α1, · · · , αr 和 W2 的一组基 β1, · · · , βs,则

α1, · · · , αr, β1, · · · , βs 构成 W1 + W2 的一组基.
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直和例子

例

Fn×n = {对称矩阵} ⊕ {反对称矩阵}.

例

令 W1 = {(x1, · · · , xn) ∈ Fn | x1 + · · ·+ xn = 0}和
W2 = {(x1, · · · , xn) ∈ Fn | x1 = x2 = · · · = xn},则

Fn = W1 ⊕W2.

例

{函数} = {奇函数} ⊕ {偶函数}.
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数组向量空间之间的线性变换与矩阵

给定一个数组向量空间之间的映射 A : Fn → Fm. 若 A 满足

(保持加法) A (⃗a + b⃗) = A (⃗a) + A (⃗b);
(保持数乘) A (λa⃗) = λA (⃗a)

(∗)

则 A 称为从 Fn 到 Fm 的一个线性映射.

我们有如下一一对应:

从 Fn 到 Fm 的全体线性映射
1:1←−−−−→

A (⃗x)=A⃗x
Fm×n
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例子

例 (伸缩变换)(
x
y

)
7→

(
k1x
k2y

)
=

(
k1

k2

)(
x
y

)
.

例 (旋转变换)(
x
y

)
7→

(
x cos θ − y sin θ
x sin θ + y cos θ

)
=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
x
y

)
.

例

•
(
1

1

)
↔恒等变换; •

(
0

0

)
↔零变换;

•
(
λ

µ

)
↔伸缩变换; •

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
↔旋转变换;

•
(
1 0
0 −1

)
↔反射变换; •

(
1

0

)
↔投射变换;
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一般线性空间之间的线性变换

接下来将线性映射推广到一般的线性空间上.

定义 (线性映射,线性变换和同构)
设 V和 W为两个 F-线性空间.(注意:这里 V和 W不再要求是数组向量
空间,而只是一般的线性空间.)

1 若映射 A : V→ W满足
A (P1 + P2) = A (P1) + A (P2);
A (λP1) = λA (P1).

则称 A 为从 V到 W的线性映射.
2 若 V = W,则称线性映射 A 为 V上的一个线性变换.
3 若线性映射 A 为双射,则称 A 为线性空间 V到 W的一个同构映
射. 若两个线性空间之间存在同构映射,则称它们互相同构.
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